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چͺيده

چͺيده
θ : A → B مانند نͽاشتͬ ، B و A باناخ جبرهای بین n-ضربͬ نͽاشت ͷی ٢ ≤ n طبیعͬ عدد برای
نͽاشت ͷی θ هرگاه .θ(a١a٢ · · · an) = θ(a١)θ(a٢) · · · θ(an) ،a١, a٢, ..., an ∈ A هر ازای به که است
همریختͬ مفهوم از تعمیمͬ n-همریختͬ مفهوم گوییم. n-همریختͬ ͷی را آن باشد n-ضربͬ و خطͬ
،ͷتوپولوژی جبرهای برخͬ بین n-همریختͬ�ها خودکار ͬͽپیوست زمینۀ در نتایجͬ رساله این در است.
-n برای جانسون قضیه تعمیم به مͬ�توان جمله آن از که مͬ�آوریم دست به باناخ، جبرهای خصوص به
قضیه�هایͬ همچنین کرد. اشاره چͽال برد با n-همریختͬ�های برای ریͺارت قضیه و پوشا همریختͬ�های
∗C-جبرها روی ∗-پایا n-همریختͬ�های خودکار ͬͽپیوست برای ٢٠٠٩ سال در تروت و پارک که را

مͬ�کنیم. ثابت ∗-جبرها lmc روی ∗-پایا n-همریختͬ هر برای را آنها و داده تعمیم کرده�اند، ثابت
که m ∈ N هر برای آنͽاه باشد جابه�جایͬ منظم فرشۀ جبر ͷی (A, {pr}) هرگاه مͬ�دهیم نشان ادامه در
A/ ker pm شدۀ تͺمیل Am که است، فرشه جبر -Q ͷی A/ ker pm فضای ،π−١

m (RadAm) ⊆ ker pm

در و مͬ�شود تعریف p′m(x+ ker pm) = pm(x) ضابطۀ با x ∈ A هر ازای به که است، p′m نرم تحت
(A, {pr}) هرگاه مͬ�دهیم، نشان همچنین است. قسمتͬ خارج نͽاشت πm : A → A/ ker pm ⊆ Am آن
π−١
m (RadAm) ⊆ ker pm شرط در بعد به مرتبه�ای از که طوری به باشد جابه�جایͬ منظم فرشۀ جبر ͷی
که θ : A → B n-همریختͬ هر آنͽاه باشد، جابه�جایͬ ساده نیم فرشۀ جبر ͷی (B, {qr}) و �کند صدق

است. پیوسته کند، صدق θ(ker pm) ⊆ ker qm شرط در بعد به مرتبه�ای از
مدول -A ͷی از همریختͬ�ها A-مدول خودکار ͬͽپیوست باشد، فرشه جبر ͷی A وقتͬ پایان در
یͺدار فرشه جبر هر که مͬ�کنیم ثابت و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را باناخ مدول -A ͷی توی به فرشه

است. ͬͺتابع پیوستۀ یͺه، مͺرر سازی نیم دو با

.46J05 ،46K05 ،46H40 ،46H05 :٢٠١٠ ریاضͬ موضوعͬ بندی رده

جبر Q-جبر، lmc-جبر، ،ͷتوپولوژی ،جبر n-همریختͬ خودکار، ͬͽپیوست : کلیدی کلمات
n-برگشت، همریختͬ، مدول �پذیر، تجزیه جبر ساده، نیم قوی ساده، نیم منظم، فرشه جبر فرشه،

∗-پایا. n-همریختͬ یͺه، مͺرر سازی دونیم فرشه، A-مدول جبر، -∗ lmc
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مقدمه

جبرهای به مربوط قضیه�های و تعریف�ها از برخͬ اول فصل در که است فصل چهار شامل رساله این
نیاز مورد بعدی فصل�های مطالب بیان برای که را، باناخ و فرشه جبرهای خصوص، به ،ͷتوپولوژی
سپس مͬ�کنیم. بیان را همریختͬ مفهوم با آن ارتباط و n-همریختͬ مفهوم ادامه در و مͬ�آوریم است،
مقدماتͬ، قضیه�های از بعضͬ و ساده نیم قوی و ساده نیم ساده، جبرهای و طیفͬ شعاع و طیف مفهوم
مͺرر سازی دونیم و تصویری حد مفهوم انتها در مͬ�کنیم. بیان است، نیاز مورد بعدی فصل�های در که
مباحث در شده اثبات قضیه�های مورد در توضیحاتͬ با و مͬ�آوریم را آنها به مربوط قضیه�های و یͺه

مͬ�رسانیم. پایان به را اول فصل همریختͬ�ها، خودکار ͬͽپیوست
،a١, a٢, ..., an ∈ A هر ازای به اگر گوییم n-ضربͬ را B و A جبرهای بین θ : A → B نͽاشت
است. n-همریختͬ ،θ گوییم باشد خطͬ و n-ضربͬ ،θ هرگاه .θ(a١a٢ · · · an) = θ(a١)θ(a٢) · · · θ(an)

خواهیم قرار بررسͬ مورد را ͷتوپولوژی جبرهای بین n-همریختͬ�ها خودکار ͬͽپیوست دوم، فصل در
مورد [8] در مصلحیان و میرزاوزیری حجازیان، توسط مختلط جبرهای برای n-همریختͬ مفهوم داد.

است. گرفته قرار مطالعه
ساده نیم B که طوری به باشند، باناخ جبرهای B و A اگر که کرد ثابت ١ جانسون ١٩۶٧ سال در

[؟]. است پیوسته خودکار طور به B به A از پوشا همریختͬ هر آنͽاه باشد،
قضیه اثبات برای را شرایط لم چند ذکر با اول بخش در که است بخش سه بر مشتمل فصل این
طوری به باشند فرشه جبر دو B و A هرگاه مͬ�دهیم نشان و کرده فراهم n-همریختͬ مورد در جانسون
θ : A → B پوشای n-همریختͬ هر صورت این در باشند، ساده نیم و تجزیه�پذیر B و -جبر Q ،A که
حالت در را آنها و مͬ�آوریم را قضیه این از نتیجه چند بخش این انتهای در است. پیوسته خودکار طور به
نͽاشت�های برای قضیه حͺم که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم ثابت باشند، باناخ جبرهای جبرها، که خاص
جبرهای از بعضͬ روی n-برگشت هر که مͬ�دهیم نشان سرانجام است. درست نیز n-همریختͬ پاد
به باشند، باناخ جبرهای B و A اگر که کرد ثابت ١ ریͺارت ١٩۵٠ سال در است. پیوسته ͷتوپولوژی
پیوسته خودکار طور به B به A از چͽال برد با همریختͬ هر آنͽاه باشد، ساده نیم قوی B که طوری

,؟]. 6.18] است
ͷتوپولوژی جبرهای از بعضͬ روی n-همریختͬ هر برای ریͺارت قضیه مͬ�دهیم نشان دوم بخش در

B که طوری به باشند فرشه Q-جبرهای ،B و A اگر مͬ�کنیم ثابت و است برقرار



۴ مقدمه

تجزیه�پذیر θ(A) ضمناً و باشد چͽال برد با n-همریختͬ ͷی θ : A → B و ساده نیم قوی و یͺدار
است. پیوسته خودکار طور به θ آنͽاه باشد،

تعمیم شده�اند، اثبات ∗C-جبرها برای که را، [؟] مرجع از ٣.٢ و ٢.٣ قضیه�های سوم، بخش در
از خانواده ͷی توسط آن توپولوژی که باشد ͷتوپولوژی ∗-جبر Q lmc ͷی A اگر مͬ�دهیم نشان و داده
ͷی توسط آن توپولوژی که باشد ∗C-جبر lmc ͷی B همچنین شده، تولید P = {pα} مانند نرم�ها نیم
برای آنͽاه باشد، ⋆-پایا n-همریختͬ ͷی θ : A → B و شده تولید Q = {qα} مانند نرم�ها نیم از خانواده
A روی θ صورت این در .qβ(θ(x)) ≤ pα(x) ،A در x هر برای که طوری به دارد وجود pαای ، qβ هر

است. پیوسته
ͷی (A, {pr}) هرگاه که مͬ�دهیم نشان اول بخش در است. بخش دو بر مشتمل سوم فصل
Q-جبر ͷی A/ ker pm آنͽاه π−١

m (RadAm) ⊆ ker pm که طوری به باشد، جابه�جایͬ منظم فرشۀ جبر
ضابطۀ با x ∈ A هر ازای به که است، p′m نرم تحت A/ ker pm شدۀ تͺمیل Am که است، فرشه
قسمتͬ خارج نͽاشت πm : A → A/ ker pm ⊆ Am آن در و مͬ�شود تعریف p′m(x+ ker pm) = pm(x)

است.
طوری به باشد جابه�جایͬ منظم فرشۀ جبر ͷی (A, {pr}) هرگاه که داد خواهیم نشان دوم بخش در
سادۀ نیم فرشۀ جبر ͷی (B, {qr}) و �کند صدق π−١

r (RadAr) ⊆ ker pr شرط در بعد به مرتبه�ای از که
T (ker pr) ⊆ ker qr شرط در بعد به مرتبه�ای از که ،T : A → B n-همریختͬ هر آنͽاه باشد، جابه�جایͬ

است. پیوسته کند، صدق
خواهیم قرار بررسͬ مورد را فرشه جبر�های بین همریختͬ�ها مدول خودکار ͬͽپیوست چهارم فصل در
فرشۀ جبر ͷی روی ضربͬ خطͬ ͷتابع هر آیا که کرد مطرح را سؤال این ٢ مایͺل ١٩۵٢ سال در داد.

است. شده مشهور مایͺل مسئلۀ به سؤال این [؟]. است پیوسته خودکار طور به جابه�جایͬ،
داده مثبت پاسخ مایͺل مسئلۀ به که کرد ثابت ͷبلژی بولتن در ۴ مقاله�ای در ٣ لیونͬ ٢٠٠١ سال در
کماکان مایͺل مسئلۀ نتیجه در و شد کشف لیونͬ برهان در اشͺالͬ ماهͬ، چند گذشت از بعد اما است.

است. باز مسئله�ای
و داد قرار مطالعه مورد را باناخ جبرهای روی همریختͬ�ها مدول ͬͽپیوست ١ سینͺلَیر ١٩٧۴ سال در
همریختͬ�ها مدول ͬͽپیوست ایشان کار از پیروی به ما است. آمده [؟] در که آورد، دست به جالبͬ نتایج

داده�ایم. قرار مطالعه مورد را فرشه جبرهای روی
-A برای نامساوی چند ،A فرشۀ جبر برای اول بخش در است. بخش دو بر مشتمل چهارم فصل
نشان دوم بخش در مͬ�کنیم. ثابت مدول -A باناخ ͷی توی به A-مدول فرشه ͷی از همریختͬ�ها مدول
(X, {qn}) و ({rn}, {sn}) یͺه مͺرر سازی دونیم با یͺدار فرشه جبر ͷی (A, {pn}) اگر که داد خواهیم
ͷی Y و snX ⊈ ker qkn ،{kn} ∈ N مانند دنباله زیر ͷی برای که طوری به باشد A-مدول فرشه ͷی
همچنین است. پیوسته خودکار طور به Y به X از همریختͬ A-مدول هر آنͽاه باشد، A-مدول باناخ
هر برای که طوری به دارد وجود M > ٠ ثابت ،m ∈ N هر و X از E کراندار مجموعه زیر هر برای



۵ مقدمه

.∥snθ(x)∥ ≤ Mpkn(sn)
٢ ،n ∈ N هر و x ∈ E

مͺرر سازی دونیم با یͺدار فرشه جبر ͷی (A, {pn}) اگر که مͬ�گیریم نتیجه چهارم فصل انتهای در
است پیوسته خودکار طور به باناخ جبر ͷی توی به A از همریختͬ هر آنͽاه باشد، ({rn}, {sn}) یͺه

لذا است. ͬͺتابع پیوستۀ یͺه، مͺرر سازی دونیم با یͺدار فرشۀ جبر هر که مͬ�گیریم نتیجه آن از و
دهیم. مثبت پاسخ مایͺل مسئلۀ به خاصͬ حالت�های در توانسته�ایم
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Abstract

A map θ : A → B between algebras A and B is called n-multiplicative if

θ(a1a2 · · · an) = θ(a1)θ(a2) · · · θ(an)

for all elements a1, a2, ..., an ∈ A. If θ is also linear then it is called an n-homomorphism.
This notion is an extension of a homomorphism. We obtain some results on automatic
continuity of n-homomorphisms between certain topological algebras, as well as Ba-
nach algebras. The main results are, extensions of Johnson’s theorem for surjective
n-homomorphisms, a theorem due to C. E. Rickart for dense range n-homomorphisms,
and two theorems due to E. Park and J. Trout for ∗-preserving n-homomorphisms
on lmc ∗-algebras. Also, we show that for a commutative regular Fréchet algebra
(A, {pr}), A/ ker pm is a Fréchet Q-algebra if π−1

m (RadAm) ⊆ ker pm, where Am is the
completion of A/ ker pm with respect to the norm p′m(x + ker pm) = pm(x) (x ∈ A)

and πm : A → Am is the natural projection, x 7→ x + ker pm. Then we show that if
(A, {pr}) is a commutative regular Fréchet algebra such that π−1

r (RadAr) ⊆ ker pr for
all large enough r ∈ N, (B, {qr}) is a commutative semisimple Fréchet algebra and T

is an n-homomorphism from A into B such that T (ker pr) ⊆ ker qr for all large enough
r ∈ N, then T is continuous. Next, we study the automatic continuity of A-module ho-
momorphisms from a Fréchet A-module into a Banach A-module, where A is a unital
Fréchet algebra. Finally, we show that if A is a unital Fréchet algebra with a contin-
ued bisection of the identity and B is a Banach algebra, then every homomorphism
θ : A → B is automatically continuous.

2010 Mathematics Subject Classification : Primary 46H40, 46H05; Secondary
46K05, 46J05.
Keywords: Automatic continuity, n-homomorphism, Topological algebras, lmc al-
gebras, Q-algebras, Fréchet algebras, Regular Fréchet algebras, Semisimple, Strongly
semisimple, Factorizable algebras, Module homomorphism, n-involution, lmc ∗-algebr-
as, ∗-preserving n-homomorphisms, Continued bisection of the identity, Fréchet A-
module.
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